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対 数 関 数 
§1 対数の導入 

まずは以下の 3 つの指数方程式について考えてみましょう。 

     ① 2𝑥 = 8     ② 2𝑥 =
1

2
     ③ 2𝑥 = 3 

まず①，②は， 

     ① 2𝑥 = 23     ② 2𝑥 = 2−1

となるので，指数を比較することで，答えが求まります。 

     ① 𝑥 = 3     ② 𝑥 = −1

しかし③に関しては，同じようにいきません。なぜなら， 

3 を 2 の累乗の形で表すことができないからです。 

         3 = 2??? 

しかし，グラフを見ても分かる通り確かに答えは存在します。今はそれを 

というだけです。このようなとき，数学では 

ということをしていきます。今までもそうでしたね。 

今回，この方程式③の解を 𝑥 = log2 3 と表します 。 

         2𝑥 = 3   ⇔    𝑥 = log2 3 

つまり，2log2 3 = 3 というわけです。 

また，この記号を用いると，①，②の解は 

            2𝑥 = 8   ⇔    𝑥 = log2 8 (= 3) 

            2𝑥 =
1

2
   ⇔    𝑥 = log2

1

2
(= −1) 

と表すことができます。 

一般的に 𝑎 > 0,   𝑎 ≠ 1,   𝑀 > 0  とするとき， 

𝑎𝑥 = 𝑀 を満たす 𝑥 はただ 1 つ存在して，それを 𝑥 = log𝑎𝑀 と表す。 

この 𝑥 を，𝑎 を底とする 𝑀 の対数といい，𝑀 をlog𝑎𝑀 の真数という。 

 

 

これより，  𝑎log𝑎𝑀 = 𝑀  となる。 

また， 𝑎1 = 𝑎,   𝑎0 = 1 から，任意の正の数 𝑎 に対して， 

          log𝑎 𝑎 = 1,   log𝑎 1 = 0  

が成り立つ。  

𝑎 > 0,   𝑎 ≠ 1,   𝑀 > 0 のとき 

𝑎𝑥 = 𝑀   ⇔    𝑥 = log𝑎𝑀 

𝑥 O 

𝑦 
𝑦 = 𝑎𝑥 

𝑎 > 0 

𝑀 

log𝑎𝑀 

例えば，𝑥2 = 2 という方程式

の解は，中学 2 年生になって

初めて √  という記号を用い

て，表現できるようになりまし

たね。今回の log○△ もそれと

同じです。 

𝑥 
O 

𝑦 

3 

3 

8 

−1 

1

2
  

 2𝑥 = 3 

𝑦 = 2𝑥 
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対数に慣れよう① 

次の等式を 𝑥 = log𝑎𝑀 の形に直しなさい。 

(1) 35 = 243      (2) 5−2 = 0.04      (3) 8
4

3 = 16      (4) 25−
1

2 = 0.2 

 

 

対数に慣れよう② 

次の等式を 𝑎𝑥 = 𝑀 の形に直しなさい。 

 (1) 4 = log2 16     (2) 
1

2
= log9 3     (3) − 3 = log5

1

125
    (4) −

3

2
= log3

√3

9
 

 

 

対数に慣れよう③ 

対数の定義を用いて，次の式の値を求めなさい。 

 (1) log3 81       (2) log8 4        (3) log2
√2

4
       (4) log1

9
√3 
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○ 対数の性質 

対数には以下のような性質がある。 

 

 

 

○ 底の変換公式 

ここでは対数の底を自由に操ることができる公式を紹介する。 

 

 

  

𝑎 > 0,   𝑎 ≠ 1,   𝑀 > 0,   𝑁 > 0,   𝑟 が実数のとき 

① log𝑎𝑀𝑁 = log𝑎𝑀 + log𝑎 𝑁 

② log𝑎
𝑀

𝑁
= log𝑎𝑀 − log𝑎 𝑁 

③ log𝑎𝑀
𝑟 = 𝑟 log𝑎𝑀 

① log𝑎𝑀 = 𝑝,   log𝑎 𝑁 = 𝑞 とおくと，𝑎𝑝 = 𝑀,   𝑎𝑞 = 𝑁 より， 

         𝑀𝑁 = 𝑎𝑝 ∙ 𝑎𝑞 = 𝑎𝑝+𝑞    ⇔   log𝑎𝑀𝑁 = 𝑝 + 𝑞 

  よって，log𝑎𝑀𝑁 = log𝑎𝑀 + log𝑎𝑁 

② log𝑎𝑀 = 𝑝,   log𝑎 𝑁 = 𝑞 とおくと，𝑎𝑝 = 𝑀,   𝑎𝑞 = 𝑁 より， 

         
𝑀

𝑁
=
𝑎𝑝

𝑎𝑞
= 𝑎𝑝−𝑞    ⇔    log𝑎

𝑀

𝑁
= 𝑝 − 𝑞 

  よって， log𝑎
𝑀

𝑁
= log𝑎𝑀 − log𝑎 𝑁 

③ log𝑎𝑀 = 𝑝 とおくと，𝑎𝑝 = 𝑀 より， 

         𝑀𝑟 = (𝑎𝑝)𝑟 = 𝑎𝑝𝑟    ⇔  log𝑎𝑀
𝑟 = 𝑝𝑟 

  よって， log𝑎𝑀
𝑟 = 𝑟 log𝑎𝑀 

𝑎,   𝑏,   𝑐 は正の数で 𝑎 ≠ 1,   𝑏 ≠ 1,   𝑐 ≠ 1 のとき 

log𝑎 𝑏 =
log𝑐 𝑏

log𝑐 𝑎
 

特に，𝑏 = 𝑐 のときは， log𝑎 𝑏 =
1

log𝑏 𝑎
 

  log𝑎 𝑏 = 𝑝 とおくと，𝑎𝑝 = 𝑏 となる。 

  両辺正より，底 𝑐 の対数をとると， 

         log𝑐 𝑎
𝑝 = log𝑐 𝑏    ⇔    𝑝 log𝑐 𝑎 = log𝑐 𝑏    ⇔    𝑝 =

log𝑐 𝑏

log𝑐 𝑎
 

  よって， log𝑎 𝑏 =
log𝑐 𝑏

log𝑐 𝑎
 



対数関数4 

 

まずは 2 つの対数の底が異なっているので，それをそろえることから始めます。 

 

 

 

 

背理法を用いて示します。 

 

一般的に，底と真数が互いに素であれば，対数は必ず無理数になります。 

 

 

  

 

 log2 24 − log4 36 = log2 24 −
log2 36

log2 4
 

          = log2 24 −
2 log2 6

2
 

          = log2 24 − log2 6 

          = log2
24

6
 

          = log2 4 = 2 

 

log2 3  が有理数であると仮定すると， log2 3 =
𝑛

𝑚
   (𝑚,   𝑛 は互いに素な自然数) とおける。 

このとき， log2 3 =
𝑛

𝑚
   ⇔   2

𝑛
𝑚 = 3 

両辺 𝑚 乗すると，(2
𝑛

𝑚)
𝑚

= 3𝑚    ⇔    2𝑛 = 3𝑚 

𝑚,   𝑛 は自然数より，左辺は 2 の倍数であるが，右辺は 3 の倍数となり矛盾。 

これは log2 3  が有理数であると仮定したためである。 

以上より，log2 3 が無理数であることを示された。 

log2 36 = log2 6
2 = 2 log2 6,    

log2 4 = log2 2
2 = 2 log2 2 = 2

底をそろえたから

こそ，対数の性質

が使えるわけで

す。 

 log2 24 − log4 36 の値を求めなさい。 

 log2 3 が無理数であることを示しなさい。 
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§2 対数関数のグラフ 

ここでは，対数関数 𝑦 = log𝑎 𝑥 のグラフを考える。 

これは，𝑦 = log𝑎 𝑥    ⇔    𝑥 = 𝑎𝑦 と変形すれば指数関数となる。 

 𝑥  𝑦 と，グラフは下図のようになる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

これを通常通り，縦軸を 𝑦，横軸を 𝑥 とすると，𝑦 = log𝑎 𝑥 のグラフとなる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑡1 < 𝑡2  log𝑎 𝑡1 < log𝑎 𝑡2 

1 
𝑥 

O 

𝑦 

𝑡1 𝑡2 

𝑦 = log𝑎 𝑥 

𝑦 = 𝑎𝑥 

𝑦 = 𝑥 

log𝑎 𝑡1 

log𝑎 𝑡2 

𝑡1 < 𝑡2  log𝑎 𝑡1 > log𝑎 𝑡2 

1 
𝑥 O 

𝑦 

𝑡1 𝑡2 

𝑦 = log𝑎 𝑥 

𝑦 = 𝑎𝑥 

𝑦 = 𝑥 

log𝑎 𝑡1 

log𝑎 𝑡2 

(1,   0) 

𝑦 

𝑦 = log𝑎 𝑥  𝑦 = 𝑎
𝑥  𝑦 = 𝑥 𝑦 = log𝑎 𝑥  𝑦 = 𝑎𝑥  

𝑎 > 1 0 < 𝑎 < 1 

 𝑦 = log𝑎 𝑥 

𝑦 
O 

𝑥 
𝑥 = 𝑎𝑦 

𝑎 > 1 のとき 

𝑦 
O 

𝑥 
𝑥 = 𝑎𝑦 

0 < 𝑎 < 1 のとき 
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対数の大小関係 {
𝑎 > 1 のとき，𝑡1 < 𝑡2   ⇔   log𝑎 𝑡1 < log𝑎 𝑡2

0 < 𝑎 < 1 のとき，𝑡1 < 𝑡2   ⇔   log𝑎 𝑡1 > log𝑎 𝑡2
 を利用します。 

まず，底をそろえることから始めましょう。 

 

 

  

 次の各組の数の大小を比べなさい。 

(1) 
1

2
,   log9 5,   − 1 − log3

1

6
            (2) log0.5(log4 8),   log0.5(log2 3) 

(1) 
1

2
= log3 3

1
2 = log3 √3 

  log9 5 =
log3 5

log3 9
=
log3 5

2
= log3 5

1
2 = log3 √5 

  − 1 − log3
1

6
= −1 + log3 6 = log3 6 − log3 3 = log3 2 

  底 3 > 1 より，𝑦 = log3 𝑥 は増加関数で，√3 < 2 < √5 であるから， 

   log3 √3 < log3 2 < log3 √5    ⇔    
1

2
< −1 − log3

1

6
< log9 5 

 

(2) log4 8 =
log2 8

log2 4
=
log2 8

2
= log2 2√2 

底 2 > 1 より，𝑦 = log2 𝑥 は増加関数で，2√2 < 3 であるから， 

   log2 2√2 < log2 3    ⇔   log4 8 < log2 3 

底 0.5 < 1 より，𝑦 = log0.5 𝑥 は減少関数であるから， 

   log0.5(log4 8) > log0.5(log2 3) 

底が 1 より小さいので，

大小関係が逆転します。

間違いやすいので注意

が必要です。 
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§3 対数関数の利用 
まずは底の変換公式を用いて，底をそろえることから始めるとよいでしょう。 

 

○ 方程式・不等式 

ここでは，対数を含む方程式・不等式を解いていく。ここで最も大切になのが，与えられた式が成立する

ための前提条件 

 log𝑎𝑀 {
𝑀 > 0 ( )

𝑎 > 0  𝑎 ≠ 1 ( )

を満たすような解を求めていくということです。 

 

 

 

 

  

 次の方程式を解きなさい。 

(1) log3 𝑥 = log9(𝑥 + 2)               (2) log3 𝑥 = log𝑥 9 + 1 

(1) 真数条件より，𝑥 > 0,   𝑥 + 2 > 0    よって，𝑥 > 0   ⋯① 

  このとき， log3 𝑥 = log9(𝑥 + 2)    ⇔    log3 𝑥 =
log3(𝑥 + 2)

log3 9
 

                   ⇔    2 log3 𝑥 = log3(𝑥 + 2) 

                   ⇔    log3 𝑥
2 = log3(𝑥 + 2) 

                   ⇔    𝑥2 = 𝑥 + 2 

                   ⇔    (𝑥 + 1)(𝑥 − 2) = 0 

                   ⇔    𝑥 = −1,   2 

  ① より，𝑥 = 2 

 

(2) 真数，底の条件より，𝑥 > 0,   𝑥 ≠ 1   ⋯① 

  このとき， log3 𝑥 = log𝑥 9 + 1   ⇔    log3 𝑥 =
log3 9

log3 𝑥
+ 1 

                ⇔   (log3 𝑥)
2 − log3 𝑥 − 2 = 0 

  ここで，log3 𝑥 = 𝑡 とおくと， 

    𝑡2 − 𝑡 − 2 = 0   ⇔    (𝑡 + 1)(𝑡 − 2) = 0   ⇔    𝑡 = −1,   2 

  よって， log3 𝑥 = −1,   2   ⇔    𝑥 =
1

3
,   9 

  これは①を満たす。 

𝛼 = 𝛽   ⇔    log𝑎 𝛼 = log𝑎 𝛽
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(1) 真数条件より，𝑥 − 3 > 0,   𝑥 + 5 > 0   よって，𝑥 > 3      ⋯① 

  このとき，log3(𝑥 − 3) + log3(𝑥 + 5) < 2   ⇔    log3(𝑥 − 3)(𝑥 + 5) < log3 9 

  底 3 > 1 より，(𝑥 − 3)(𝑥 + 5) < 9   ⇔    (𝑥 − 4)(𝑥 + 6) < 0 

                    ⇔   −6 < 𝑥 < 4 

  ①より，3 < 𝑥 < 4 

 

(2) 真数条件より，𝑥 − 4 > 0,   2𝑥 > 0   よって，𝑥 > 4      ⋯① 

  このとき，2 log𝑎(𝑥 − 4) < log𝑎 2𝑥    ⇔   log𝑎(𝑥 − 4)
2 < log𝑎 2𝑥 

 (ⅰ) 𝑎 > 1 のとき 

   log𝑎(𝑥 − 4)
2 < log𝑎 2𝑥    ⇔    (𝑥 − 4)2 < 2𝑥 

                ⇔   (𝑥 − 2)(𝑥 − 8) < 0 

                ⇔    2 < 𝑥 < 8 

   ①より，4 < 𝑥 < 8 

 (ⅱ) 0 < 𝑎 < 1 のとき 

   log𝑎(𝑥 − 4)
2 < log𝑎 2𝑥    ⇔    (𝑥 − 4)2 > 2𝑥 

                ⇔   (𝑥 − 2)(𝑥 − 8) > 0 

                ⇔    𝑥 < 2,   𝑥 > 8 

   ①より，𝑥 > 8 

  以上より，{
𝑎 > 1 のとき，4 < 𝑥 < 8

0 < 𝑎 < 1 のとき，𝑥 > 8
 

この確認は重要！ 

1 より大きいので，真数と対数

の大小が一致します。 

(2)は 1 との大小が不明なので

場合分けをします。 

                      

 次の不等式を解きなさい。 

 (1) log3(𝑥 − 3) + log3(𝑥 + 5) < 2     (2) 2 log𝑎(𝑥 − 4) < log𝑎 2𝑥  (ただし，𝑎 > 0,   𝑎 ≠ 1) 
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○ 最大・最小 

 

 

  

 次の関数の最大値・最小値を求めなさい。 

(1) 𝑦 = log1
2
𝑥 + log1

2

(4 − 𝑥)          (2) 𝑦 = (log2 𝑥)
2 − log2 𝑥

4 − 2   ൬
1

4
≦ 𝑥 ≦ 16൰ 

(1) 真数条件より，𝑥 > 0,   4 − 𝑥 > 0  よって，0 < 𝑥 < 4   ⋯① 

  このとき，𝑦 = log1
2

𝑥 + log1
2

(4 − 𝑥) = log1
2

𝑥(4 − 𝑥) = log1
2

{−(𝑥 − 2)2 + 4} 

  ①より，真数の最大値は 4 (𝑥 = 2)，最小値は存在しない。 

  底 
1

2
< 1 より，最小値は log1

2
4 = −2 (𝑥 = 2)，最大値は存在しない。 

 

(2) log2 𝑥 = 𝑡 とおく。 

  底 2 > 1 より，
1

4
≦ 𝑥 ≦ 16 のとき， log2

1

4
≦ log2 𝑥 ≦ log2 16    ⇔    −2 ≦ 𝑡 ≦ 4 

   𝑦 = (log2 𝑥)
2 − log2 𝑥

4 − 2 

      = (log2 𝑥)
2 − 4 log2 𝑥 − 2 

      = 𝑡2 − 4𝑡 − 2 

      = (𝑡 − 2)2 − 6 

  よって，𝑡 = −2 つまり，𝑥 =
1

4
 のとき，最大値  10 

      𝑡 = 2 つまり，𝑥 = 4 のとき，最小値  − 6 

底が 1 より小さいの

で，真数と対数の最

大・最小が逆転しま

す。 
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MEMO 
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§4 常用対数 

豊臣秀吉に御伽衆として仕えた商人「曽呂利新左衛門」のお話です。 

秀吉から褒美を下される際，何を希望するか尋ねられた新左衛門は， 

と答えました。秀吉は，その望みの小ささに二つ返事で快諾したのですが，その結果はいかに…。 

 

具体的に計算してみると，30 日後にもらうお米の量は 230 粒なので，もらう米粒の総量は以下のようにな

ります。 

2 + 22 + 23 +   ⋯  + 229 + 230 =
2(230 − 1)

2 − 1
= 231 − 2粒  

さて，ここで問題になのは 231 ということです。 

この数をまともに計算すると，とてつもなく大きな数になってしまうので，ここでは常用対数を利用して概

数を計算していきます。常用対数とは のことで，その詳しい値は p.15,16 にある常用対数

表に記されています。 

常用対数表には 1.00 ≦ 𝑎 ≦ 9.99 における log10 𝑎 の小数第 5 位を四捨五入した値が記されています。 

例えば，log10 1.81 の値は，縦の列の「 1.8 」と横の列の「 1 」が交差した

ところに書いてある値 0.2577 になります(正確には小数第 5 位を四捨五入した

値が 0.2577 なので，log10 1.81 は0.25765 ≦ log10 1.81 < 0.25775 を満たす値です)。 

この表を用いると，log10 2 = 0.3010 となるので， 

log10 2
31 = 31 log10 2 = 31 × 0.3010 = 9.331 

これより，log10 2
31 = 9.331   ⇔    231 = 109.331 となることから 

109 < 109.331 < 1010    ⇔    109 < 231 < 1010 

を満たすので，231 であることが分かります。 

 

さらに，常用対数表を用いることで，もう少し詳しく値を調べることができます。 

109.331 = 109 ∙ 100.331 と分けて，100.331 の部分を調べていきます。 

常用対数表から，log10 2.14 = 0.3304,   log10 2.15 = 0.3324 となるので， 

      0.3304 < 0.331 < 0.3324   ⇔   100.3304 < 100.331 < 100.3324 

                    ⇔    2.14 < 100.331 < 2.15 

  これより， 

2.14 ∙ 109 < 109 ∙ 100.331 < 2.15 ∙ 109    ⇔    2.14 ∙ 109 < 231 < 2.15 ∙ 109 

  となるので，231 = 214 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗⏟          

10桁

 となります。 

つまり，231 は であると分かるのです。 

(実際は，log10 2 は 0.30095 ≦ log10 2 < 0.30105 を満たす値なので， 

9.32945 ≦ 31 log10 2 < 9.33255   ⇔    109.32945 < 231 <9.33255 

となります。これを用いると桁数が 10 桁であることは分かりますが，最高位は 2 桁までしか分かりません。) 
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この結果は米俵 1000 俵に相当するそうで，膨大な量になる事に途中で気付いた秀吉は， 

急いで他の褒美に変えてもらったとのことです。 

 

 

 

このように常用対数表を用いると，どんなに大きな数の計算であっても，そのだい

たいの値を簡単に知ることができるわけです。もちろん，現代において使う場面はほ

ぼないのですが，まだ計算機の発達していなかった時代には，画期的な計算方法とし

て，物理学者や天文学者に広く使われました。 

参考のために，その当時，主に使われていた計算方法を紹介しておきましょう。 

     1640 × 1750 = 1.64 × 103 × 1.75 × 103 

             = 100.2148 × 100.2430 × 106 

             = 100.2148+0.2430 × 106 

             = 100.4578 × 106 

             ≒ 2.87 × 106 

             = 2870000 

 

実際に確認してみてるとよいでしょう。正確な値が毎回出てくるわけではないのですが， 

この場合はぴったりと一致しているはずです。 

 

この常用対数表はジョン・ネイピアによって作られ，これにより，｢天文学者の寿命が倍に延びた｣ 

と言われるほど画期的なものであったそうです。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

“Description of the Wonderful Canon of Logarithms”1614 

『驚くべき対数法則の記述』  

1.64 = 100.2148, 1.75 = 100.2430

100.4579 = 2.87

ジョン・ネイピア 

(1550～1617) 

A
1640
1750
8200

114800
164000
287000
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その昔，今のようなに便利な電卓がなかった頃，理系の学生は計算をするのに計算尺という道具を使っ

て計算をしていました(1960 年代の後半ぐらいまで使われていたようです)。 

 

計算尺は上の写真のように，滑尺，固定尺，カーソルの 3 つの部分からできていて，滑尺，カーソルを動

かしながら目盛りを読むことで計算結果を知ることができます。そして，計算尺に記されている目盛りには

対数目盛というものが使われています。対数目盛とは「数直線上の log10 𝑥 の位置に 𝑥 と印した目盛り」にな

ります(つまり，log10 1 = 0 なので数直線上の 0 の位置に 1 と印し，log10 10 = 1 なので数直線上の 1 の位置に 10 と印す)。 

 

 

そして，この計算尺の中に対数目盛がいくつも

書かれているのですが，C と D の列には左から

1 から 10 の目盛りが，CI の列には右から 1 か

ら 10 の目盛りが記されています。では，この

C,D,CI の目盛りを用いて実際に計算をしてみま

しょう。 

 

例えば，5.2 × 2.8 を計算しようと思ったら以下の手順で求めます。 

① カーソル(カーソルの真ん中の赤い線)を D の目盛りの 5.2 に合わせる。 

② 滑尺を動かして CI の目盛りの 2.8 をカーソルに合わせる。 

③ C の目盛りの 1 のすぐ真下にある D の目盛りを読む。 

    

たった，これだけの手順で計算結果が分かるわけです。  

滑尺 固定尺 カーソル 

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 6 7 8 9 10 

log10 1 = 0 log10 2 ≒ 0.3010 log10 3 ≒ 0.4771 log10 10 = 1 

2.8 

5.2 

左から 

右から 

1 の下の D の目盛りを読む 

1.45 と 1.46 の間の値と分かる 
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では，なぜこの手順で掛け算の値が求まるのかを説明していきましょう。 

まず，「カーソルを D の目盛りの 5.2 に合わせる」というのは，実際は log10 5.2 にカーソルを合わせたとい

うことになります。そして，その位置から log10 10 − log10 2.8 だけ戻った位置に C の目盛りの 1 がありま

す。log10 5.2 から log10 10 − log10 2.8 だけ戻ったということは， 

log10 5.2 − (log10 10 − log10 2.8) = log10 5.2 + log10 2.8 − log10 10 = log10
5.2 × 2.8

10
 

 となるので，C の目盛りの 1のすぐ下の D の目盛りには
5.2 × 2.8

10
 が記されていることになります。 

つまり，その目盛りの値を 10 倍したものが 5.2 × 2.8 の答えになるというわけです(答えは 14.56)。 

 

このように計算尺では，「真数の掛け算が対数の足し算に変わる」性質を使うことによって掛け算の値を計

算しているわけです。もちろん，「真数の割り算が対数の引き算に変わる」性質を使えば，割り算を簡単に計

算することができます。ぜひ考えてみるとよいでしょう。 

 

 

 

 

 

  

1 1.5 2 3 4 5 6 7 8 9 10 CI 

1 1.5 2 3 4 5 6 7 8 9 10 C 

1 1.5 2 3 4 5 6 7 8 9 10 D 

この値がlog10 5.2 

この長さが log10 10 − log10 2.8 
この値がlog10 2.8 

この値が 
log10 10 

この値がlog10
5.2×2.8

10
 

カーソル線 
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【常用対数表】 
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